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摘 要 


摘 要 


本 文 主要 采用 活动 标 架 法 研究 了 复 Grassmann 流 形 G(k,n) 中 的 调和 二 维 
球面 ， 复 射影 空间 СР" 中 的 齐 性 三 维 球面 和 二 次 超 曲 面 Qz 中 的 具有 平行 平 
均 曲率 向 量 的 曲面 及 Lagrangian 曲面 。 我 们 在 S? 上 构造 了 一 系列 全 纯 微 分 形 
式 ， 并 且 由 此 得 到 了 G(2,4) 和 G(2,5) 中 调和 二 维 球面 相配 的 标 架 和 其 准 线 ; 
利用 SU(2) 的 复 不 可 约 表示 构造 了 CP" 中 的 一 列 齐 性 三 维 球面 ， 它 们 既 非 弦 
Lagrangian 型 也 非 CR 型 ， 引 入 О; 中 具有 平行 平均 曲率 向 量 曲面 的 偏差 角 Ө, 


证 明 存 在 一 簇 从 单 连通 曲面 到 О, 的 具有 平行 平均 曲 
后 描述 了 О, 中 一 类 具有 常 曲率 的 H 极 小 Lagrangian 
Gaussian 曲率 K = 2 的 极 小 Lagrangian 球面 。 


率 向 量 的 等 距 浸入 ; 最 
曲面 ， 并 且 给 出 了 一 个 


关键 词 : 全 纯 微 分 形式 ， 调 和 序列 ， 偏 差 角 ，Gaussian 曲率 ， 平 行 平均 曲率 向 


量 ，Lagrangian 型 


АВ$ТКАСТ 


ABSTRACT 


In this thesis, we investigate the harmonic two sphere in the Grassmann manifolds 
G(k, n), homogeneous three dimensional sphere in the complex projective space and 
surface with parallel mean curvature vector and Lagrangian surface in the hyperquadric 
Q2, by the method of moving frames. We construct a series of holomorphic differen- 
tial forms on 52, through which, we can simplify the moving frames along a harmonic 
two-sphere in G(2,4) and С(2,5). We construct many homogeneous three dimensional 
spheres in CP™ by the irreducible unitary representations of SU(2), which are neither 
of CR-type nor weakly Lagrangian. We introduce the deviation angle Ө of surfaces with 
parallel mean curvature vector іп Q2, and prove that there exists a series of isometric 
immersions with parallel mean curvature vector from a simply connected surface into 
Q2. Finally we describe a class of H-minimal Lagrangian surfaces with constant cur- 
vature in Q2, and give a example of minimal Lagrangian S? with Gaussian curvature 
K=2. 


Keywords: Holomorphic differential forms, Harmonic sequence, Deviation angle, 


Gaussian curvature, Parallel mean curvature vector, Lagrangian type 
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复 Grassmann 流 形 G(k, п) È n 维 复 向 量 空间 Cr 中 所 有 k 维 复 子 空间 构成 
的 集合 ， 它 是 一 个 Kihler 流 形 。 当 k = 1 时 ，G(1,n) 就 是 复 射影 空间 CP. 
S. S. Chern ЖП J. G. Wolfson 利用 活动 标 架 法 证 明了 G(k,n) 中 的 调和 二 维 球面 都 
可 以 用 G(k,n) 中 的 全 纯 二 维 球 面 通过 9，5- 变 换 以 及 recrossing，returning 过 程 
得 到 ， 详 见 [11]，[36]。F. Burstall 和 J. Wood 在 [4] 中 利用 twistor 方法 研究 了 同 
样 的 问题 。K. Uhlenbeck 在 [34] 中 利用 调和 映射 的 扩张 解构 造 曲 面 M 到 U(n) 
中 的 调和 映射 。 对 于 具有 常 全 纯 截 面 曲率 的 Kahler 流 形 中 的 极 小 曲面 ， 可 以 
在 其 上 定义 一 个 全 纯 的 3 次 微分 形式 。 如 果 这 个 极 小 曲面 是 球面 ， 则 此 3 次 微 
分 形式 恒 为 0， 而 且 可 以 定义 一 个 或 二 个 4 次 全 纯 微分 形式 。 这 样 下 去 ， 如 果 
所 有 这 些 全 纯 微 分 形式 恒 为 0， 则 就 可 以 构造 一 个 沿 曲面 的 特殊 的 活动 标 架 ， 
见 [35]。 本 文 第 二 章 利用 这 些 全 纯 微 分 形式 研究 了 复 Grassmann 流 形 G(2,4), 
G(2,5) 中 的 调和 二 维 球面 ， 扩 展 了 5. 5. Chem 和 J. б. Wolfson[11] 的 工作 ， 并 
且 在 等 距 的 条 件 下 可 以 得 到 52 的 Gauss 曲率 的 上 界 估计 。 


复 射 影 空 间 СР" 中 极 小 二 维 球面 具有 很 好 的 性 质 ， 已 经 得 到 了 充分 的 研 
究 ， 本 文 第 三 章 研 究 了 СР" 中 的 三 维 球面 。 设 f : М 一 СР" 为 流 形 М 到 СР" 
的 浸入 映射 ，F: TM — TM 由 (F(X), Y) = A(X, Y) EX, ЖО CPP AY 
Kahle 形式 的 拉 回 。 如 果 下 三 0， 则 称 子 流 形 M ASS Lagrangian 或 全 实 的 ; 如 
果 存 在 F 不 变 从 的 分 解 TM = Vi ФУ, 使 得 Flw= 0，(F |v,)? = -id， 则 称 子 流 
Ж M 为 CR 型 子 流 形 。Zh. Q. Li[24] 研究 了 СР" 中 弱 Lagrangian 和 CR 型 极 小 
常 截面 曲率 的 三 维 球面 S53， 得 到 了 CR 型 情形 下 的 刚性 结果 。J. Fei, С. Peng, X. 
Xu[17] 通过 一 些 标准 例子 刻画 了 СР" 中 弱 Lagrangian 极 小 常 截面 曲率 的 三 维 球 
面 S3。 本 文 第 三 章 中 我 们 通过 50(2) 的 西 表 示 给 出 了 СР" 中 的 三 维 球面 S3 的 
一 些 新 例子 ， 既 不 是 Lagrangian， 人 也 不 是 CR 型 的 ， 并 且 得 到 了 CR 型 极 小 常 截 
而 曲率 的 三 维 球面 53 的 相配 标 架 ， 从 而 给 出 了 它 的 刚性 结果 的 一 个 新 证 明 。 
近 些 年 来 黎 曼 流 形 中 的 极 小 曲面 已 经 得 到 了 很 多 的 研究 ， 比 极 小 曲面 更 
广 的 是 具有 平行 平均 曲率 向 量 的 曲面 。B. Y. Chen[6] 和 S. Т. Yau[39] HIT п 
维 实 空间 形式 M"(c) 中 的 具有 平行 平均 曲率 向 量 的 曲面 ， 它 们 或 者 是 极 小 的 
或 者 在 Mn(c) 中 的 三 维 球面 里 。U. Abresch, H. Rosenberg [1] 和 Е. Torralbo, Е. 
Urbano[33] 分 别 研究 了 52 x R, H? x R Ail S? x 52, H2 x H2 中 的 具有 平行 平均 曲 
率 向 量 的 曲面 ， 通 过 构造 相应 的 Hopf 形式 ， 他 们 一 些 分 类 和 刚性 结果 。 然 而 复 
空间 形式 中 也 有 相应 的 Hopf 形式 ，T. Ogata [31], К. Kenmotsu, D. Zhou[23] 和 
S. Hirakawa [20] 对 二 维 复 空间 形式 中 具有 平行 平均 曲率 向 量 的 曲面 进行 了 分 类 。 
本 文 第 四 章 我 们 研究 了 复 射 影 空间 СРЗ 中 超 二 次 曲面 Q 中 的 平行 平均 曲率 的 
曲面 ， 得 到 了 一 组 微分 方程 ， 并 且 引入 一 个 角度 Ө 来 刻画 二 维 复 空间 形式 和 超 
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二 次 曲面 Qz 的 不 同 。 如 果 9 = 0 于， 则 存在 一 篮 从 单 连通 曲面 到 Q 的 具有 平 
行 平均 曲率 向 量 场 的 等 距 浸入 。 

i (№, J, о) W Kahler Ж, А dimcN =n, HP J AB w W Kahler 
形式 。 从 q 维 流 形 M 到 N KRA f: M >N 称 为 全 实 的 ， 如 果 fw = 0。 特 
IERRA fY Lagrangian, WR д =n. X Lagrangian 浸入 f: М 一 № 
的 向 量 场 V KH Hamiltonian %4, ШЖ 1 形式 ay := w(V,:) IM 在 M 上 是 
正 合 的 。 一 簇 从 M 到 N 的 光滑 映射 {ft} HA Hamiltonian 形变 ， 如 果 它 的 导 
SE Hamiltonian, В Lagrangian 浸入 f: М — N 称 为 Hamiltonian KR) HSH 
极 小 的 ， 如 果 对 任意 Hamiltonian 形变 它 满足 È h-o volft(M) = 0。 互 极 小 
Lagrangian 子 流 形 的 Euler-Lagrange 方程 为 ban = 0， 其 中 Н Æ f 的 平均 曲率 向 
量 场 ，5 是 M 上 诱导 度量 的 余 微 分 算 子 。 本 文 第 五 章 中 我 们 描述 了 Qz 中 一 类 
具有 常 曲率 的 Н АКЛ Lagrangian 曲面 ， 并 且 给 出 了 一 个 Gauss 曲率 K = 2 的 极 
小 Lagrangian 球面 。 

本 文中 采用 重复 指标 求 和 的 习惯 。 
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第 二 章 Grassmann 流 形 中 的 二 维 球面 


给 定 从 Riemann 曲面 М 到 复 Grassmann ЙИ G(k, n) 的 调和 映射 F，Chem 
和 Wolfson 在 [11] 中 定义 基本 折射 (fundamental collineations)d 和 85， 并 由 这 两 
个 基本 折射 构造 了 新 的 调和 映射 F 和 证 。 许 小 卫 根 据 基本 折射 0, 5 的 秩 以 及 F 
和 歼 像 之 间 的 关系 研究 Grassmann ЙИ С(2, п) 中 线性 满 的 极 小 二 维 球面 ， 得 
到 了 Gauss 曲率 和 Kahler 角 的 一 系列 pingching 结果 。 本 章 中 我 们 运用 活动 标 架 
法 研究 了 复 Grassmann 流 形 G(2,4), С(2,5) 中 的 调和 二 维 球面 ， 通 过 构造 一 系 
列 全 纯 微 分 形式 ， 在 一 定 条 件 下 我 们 得 到 了 G(2,4) 和 G(2,5) 中 调和 二 维 球面 
的 准 线 ， 并 且 在 等 距 的 条 件 下 可 以 得 到 52 的 Gauss 曲率 的 上 界 估计 。 


2.1 基本 公式 


复 Grassmann 流 形 G(k, n) 是 复 向 量 空间 Cn 中 所 有 к 维 复 子 空间 构成 的 集 
合 ， 同 构 于 齐 性 空间 U(n)/U(k) x Un —k). AH, G(1,n +1) 就 是 复 射影 
空间 CP"。 约 定 指标 范围 和 记号 如 下 : 


1<A,B,---<n; 1<ij, «+ <k; К+1<@,В,ү, <n. 


设 选 取 Cn 的 西 标 架 场 Z = (Z1,Z2,---, Zn), HdZa = waBZs 定义 Ц(п) 
的 Maurer-Cartan 形式 wAg。 它 们 满足 反 Hermitian 关系 : was + Mpa = 0。 
外 微分 dZa = wAagZas， 我 们 得 到 西 群 U(n) 的 Maurer-Cartan 结构 方程 


dwWAB = wac 人 wcB. (2.1) 


455 = WiaWia 确定 了 G(k,n) 上 一 个 Hermitian 度量 ， 并 且 是 Kabler 的 ， 其 
Kahler 形式 为 : О = Уа, Лана 

局 部 地 ， 设 给 定 Riemann 曲面 M 上 的 度量 ds? = фф, RP фам 上 局 
部 的 复 值 (1,0)- 形 式 ， 在 相差 ev-Tt 意义 下 是 唯一 确定 的 。 曲 面 M 的 基本 方程 
为 


dp =—V-Ip/A p, (2.2) 
ул 
2 
其 中 实 值 1- 形 式 р 是 余 标 架 场 p 所 对 应 的 联络 形式 ，K 是 Gauss 曲率 。 
设 F:M 一 3G(k,n) Æ Riemann 曲面 M 到 G(k,n) 的 调和 映射 。 选 取 酉 标 架 
场 Za 使 得 Zi ЯП Za 分 别 张 成 F(x) 和 Р(х). & 


dp = Ko A@, (2.3) 


FWAB = адвф + bas. (2.4) 
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可 以 验证 ，F 是 全 纯 映 射 当 且 仅 当 bia = 0， 对 任意 的 1 和 x。 外 微分 (2.4) R 
并 利用 (2.1) 和 (2.2)， 可 得 


Daia A p+ ОЪ, Лф = 0, (2.5) 
这 里 
Daia = daic 一 wiiaje + aip wpa —V—ldiaP, (2.6) 
Dbia = Ы, — Wi Dja + dig Wpa + V—IdiaP, (2.7) 
由 Cartan 引 理 可 得 
Daia = Pia? + GiaP, Обо = Фф +Tia®. (2.8) 
映射 F:M — G(k,n) 是 调和 的 充 要 条 件 是 qa =0， 见 [11]， 或 等 价 地 
Оа, =0 mod ф, Dbia =0 mod ф. (2.9) 
二 次 形式 
TIE, = Dain + Dbia = Pia PP + 2GinPG + т, (2.10) 


称 为 映射 F 的 复 第 二 基本 形式 。F 是 全 测 地 的 当 且 仅 当 Оа, = Dbi = 0. 
当 M 是 二 维 球面 时 ， 我 们 可 以 假定 映射 F 在 分 支点 外 是 等 距 的 ， 见 [11]， 


ds? = Р'152 = фф, (2.1) 

因此 可 以 得 到 
аа = 0, (2.12) 
Qiañia + diadia = 1. (2.13) 


Ж (М, ds? = рф) 为 一 个 黎 曼 曲面 ，F:M 一 > G(k,n) 为 一 个 非常 值 的 调 
和 上 映射。 对 于 Ze F(x)， 记 


dZ = ọX + фҮ, mod F(x), (2.14) 
ЖФ X,Y c Р(х). ШЖ ЗА, [7] 为 其 射影 化 ， 则 
a:e X, 0:121 М (2.15) 


定义 了 从 FO) 到 FOH 的 映射 ， 称 为 基本 折射 。 
如 果 下 非 反 全 纯 ， 则 定义 


дЕ:М — G(ky,n) 
OF(x) = span {aia(x)Za:1 Si <k}, (2.16) 
如 果 下 非 全 纯 ， 则 定义 
5F:M — G(k_1,n) 
OF(x) = span {bia(x)Za:1 Si <k}, (2.17) 
其 中 ki Hk 是 正 整数 ， 分 别称 为 BF 和 OF 的 秩 。 
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22 5 上 全 纯 微 分 形式 的 构造 
约定 指标 范围 和 记号 如 下 : 


VA 


Ср" 上 的 Fubini-Study 度量 为 ds 和 fs = woo ЖН was Æ AR Un +1) 的 


Maurer-Cartan 形式 。 


BFS 一 > СР" 是 既 非 全 纯 也 非 反 全 纯 的 极 小 淄 入 ，S? 上 的 诱导 度量 为 


ds? = F'ds?, = фф 


(2.18) 


其 中 中 ж 52 上 局 部 的 复 值 (1, 0)- 形 式 ， 在 相差 ev-Tt 意义 下 是 唯一 确定 的 。 我 


们 知道 ( 见 [10]) 存在 沿 F 的 西 标 架 使 得 下 式 成 立 


woi = Хр woz = YG, 
Won =0, З<а<т, 
其 中 X,Y E S 上 的 局 部 复 值 光 滑 函 数 且 满足 |Xz + IY? = 1。 
外 微分 等 式 


Yuwol —X@o2 = 0 


由 U(n 十 1) 的 Maurer-Cartan 结构 方程 可 得 


XAY — YdX + XY (2woo — w11 — w22) = ap 十 bp， 
一 w21 = be +c, 
其 中 a,b, c 52 上 的 局 部 复 值 光滑 函数 。 


外 微分 等 式 
Won =0, 3<®%<т, 


(т + 1) @ Maurer-Cartan 结构 方程 可 得 


ола =акФ+Ъ%ф, 
Woe = bhp + саф, 


其 中 al bl cl ж 52 上 的 局 部 复 值 函数 。 
我 们 知道 ( 见 [10]D)F 极 小 (调和 ) 当 且 仅 当 


b=bl=0, 3<a<n. 


(2.19) 
(2.20) 


(2.21) 


(2.22) 
(2.23) 


(2.24) 


(2.25) 
(2.26) 


(2.27) 


选取 Z; 使 得 al = 0,4<а<п, Б а! 40. ÆR Z, Hcl = 0,5 <a <n, 


UE су #0. 
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引 理 2.2.1. wo1w120w20 Ж S? 上 整体 定义 的 全 纯 微分 形式 ， 因 而 消失 。 


证 明 : 由 于 此 时 定义 的 标 架 只 相差 U(1) x... x Un 一 4) 的 变换 ， 所 以 容易 看 出 
此 3 次 微分 形式 独立 于 标 架 的 选取 ， 因 而 在 S? 上 整体 定义 。 选 取 52 上 的 复 坐 
标 ， 局 部 有 p = лас, ВЖ 


Wo1W12W20 = 一 XYENX3dza， 


只 需 证 明 dG 的 系数 是 CHS, ANS 不 存在 全 纯 微 分 形式 ， 所 以 此 系 
数 为 0。 记 

Фот = шб wi2=vdl, wzo = xd, 
因此 


Wo1wW12W20 = мухаё®, 


外 微分 前 一 式 ， 应 用 结构 方程 可 得 


du = u(woo — w11), 
dy 三 v(w11 — w22), 


ах = x(W22 — Woo), mod dé, 


所 以 d(uvx) = 0, mod dz。 证 完 。 

由 此 引 理 可 得 wz = 0， 外 微分 wia = 0,4 < mx < m 由 结构 方程 可 
得 аз, = azp,4 < a < n, 选择 标 架 Zs HA a} = 0,6 < a < n, 假定 
а2 32 0. KMW wo1w13w32w20 = Xal} Yot 为 0， 因此 得 到 cl = 0. Shek 
分 Wr. = 0,5 < оа < n, 再 由 结构 方程 可 得 waa = cz 和 ,5 < х < п, 选择 标 架 
Ze 使 得 cz = 0,7 < wx <n, HARE с2 7 0。 类 似 可 证 wolw13w34w4zwz20 = 
ХаЈа2с1Үф5 为 0， 因此 可 得 oj = 0。 如 此 下 去 便 得 到 


定理 2.2.1. 设 F:Sz 一 > CP" 是 一 般 情形 下 的 等 距 调 和 映射 ， 则 存在 沿 下 的 
标 架 使 得 Maurer-Cartan 形式 满足 


Фот = XP, шог = YP; шоо, = 0,3 < оо < т, 
W13 = a}, аа = 0, = 2,49 a <n, 
24 = Саф, W2% = 0,00 = 3,5 < о < N, 
W2k+1,2k+3 = АКАТ: Фф, Шоуто = 0, K2k+1 =2k +2,2k +4 < «окы < т, 
W2k4+2,2k+4 = CHL иф, WrKe+2, e242 = Ô, кн = 2k +3,2k +5 < оока < т, 


Жек 0, акі, cht}, 是 复 值 解析 型 函数 ， 并 且 abt | ст 是 在 S2 LH 
体 定义 的 非 零 解析 型 函数 。 


为 了 得 到 下 的 度量 结构 方程 ， 我 们 先 看 一 个 引 理 ， 见 [13]。 
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引 理 2.2.2. 设 (M, ds? 一 фф) 为 一 个 曲面 , 5 是 M 的 开 子 集 LU 上 的 共 形 坐 
标 。 令 是 UL 上 的 光滑 复 值 函 数 ，w 是 山上 的 纯 庶 1- 形式。 假定 


(df + fw) Лас =0, (2.28) 


则 下 是 解析 型 函数 ， 且 i 
dw = 72108 Фф Л ф. (2.29) 


EH 2.2.2. 设 F:S? 一 > CP" 是 一 般 情形 下 的 等 距 调 和 了 映射， KÆ 52 的 
Gauss 曲率 ， 则 在 相应 的 零点 之 外 有 


A log |X| = К — 41X]? + 2|Ү|# + 2|а3]7, 
A log |М = К —4|¥|? + 21x}? + 2112, 
Alog|a}| = K + 21| — 4|a}}? + 2|а27, 
Alog|c4| = K + 21Ү — 41012 + 2с], 
Alog |ау уз! = K + аў, 4112 — 4а 132 + 21а 2р, 
А1іовіс 141 = K + 215,22 — С + 2152, 


其 中 k>1。 
证 明 : 外 微分 wor = Xp， 应 用 结构 方程 可 得 


[dX + X(w11 — woo — V—1p)] Ap = 0, 


此 由 上 面 的 引 理 得 到 第 一 个 方程 ， 其 它 方程 的 证 明 类 似 。 
23 С(2,4) 中 的 调和 二 维 球面 


本 节 中 我 们 通过 活动 标 架 法 ， 利 用 52 上 全 纯 微分 形式 的 消失 化 简 G(2,4) 
中 的 调和 二 维 球面 的 活动 标 架 ， 并 且 求 得 其 准 线 。 

设 F:S? 一 G(2,4) 是 既 非 全 纯 也 非 反 全 纯 的 调和 映射 ， 选 择 标 架 Z1,.…, Z4 
使 得 Zi, Zz 张 成 FIx)，Za, Z4 КЎ Р(х). EEEH 0,0 分 别 殷 Zi MB ai<Ze。 


和 PbicZe。 
记 
A = (aia) B= (bia) C= (cy) ж (aiabja), (2.30) 
我 们 知道 下 面 事实 [11] 
det C = det A det B = 0. (2.31) 


下 面 我 们 只 讨论 rankA =1,rankB = 2 的 情形 。 选 择 标 架 使 得 ZT, Za 分 别 
Ж д 的 核 和 像 由 于 关系 (2.12)(2.13) 可 得 


^-(% 1 s-(。 ). (2.32) 
а 0 0 bs 


N 
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其 中 abibs #0. FRR ZA 的 定义 相差 一 个 U(1) х... x U(1) 变换 ， 因 此 [Za] Е 
CP3 中 定义 良好 。 由 调和 条 件 可 得 


1 wn pp bp Ь›ф 21 
Z —рф bso | | z 
å 2|_ РФ “р аф зФ 2 ， (2.33) 
Z3 —bip -4G ws Фф 73 
Z4 一 bzp 一 bg —GP w44 Z4 
不 难 验证 映射 F:S2 — СРЗ, 
xry[ZA(x]]， 入 =23，xES2 (2.34) 


是 调和 的 。 
下 面 我 们 构造 关于 [Z2]:S? — СРЗ 的 全 纯 微分 形式 。 关 于 [22] 的 全 纯 3- 形 
式 为 


w12W23W31 + W42W23W34 = —a(pb1 + qb3) 3, (2.35) 


FÆ рь; + qb = 0, 122 = (Z4, Z2, Z3, Z4) WEZH 27 =UZ, HH 


—p/A 0 0 b3/A 
0 то 0 
ü= ; 
о от 0 
—bı/u 0 0 q/p 
А = з +Ipl? #0, p? = [612 +14 £0, (2.36) 
相对 于 标 架 Z 有 
21 wi Ap 0 ш; 21 
‚ io wi 0 ‚ 
а| Z |=|? = E z |, (237) 
23 0 -aG ws3 HP Zs 
24 w4 0 一 hg Why 24 


外 微分 wi, = 0 可 得 wh, = іф. ЖТ Z = Zs 的 全 纯 4- 形 式 为 
012005305404) = —Аанїф°, (2.38) 


由 此 可 得 t+ =0, BP Z1Z4Z4Z4 是 沿 全 纯 曲 线 [Z 们 : 52 一 СРЗ 的 Frenet 标 架 。 
[Zi] 称 作 调和 映射 下 的 准 线 。 
下 面 我 们 从 准 线 (Z4] 构造 一 个 调和 映射 F(x) = 2122. $ 


21 = (1 МР) 3 (Zi +924), (2.39) 
Z4 = (1+ М) (WZ; + Z4), (2.40) 
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由 前 面 过 程 可 知 Zi 满足 条 件 


(421,24) = 0, mod @, (2.41) 
即 
dw + w(w44 — шт) = 0, mod @, (2.42) 
由 引 理 2.2.2 可 得 
5A log tw] = w+, (2.43) 
根据 Hopf 极 大 值 原理 w = const， 因 此 w = 0, BD 
Z1=Z1, z=24. (2.44) 
可 以 验证 
Z1=Z4， 24= 21 (2.45) 


也 满足 条 件 。 因 此 Ziz, 或 者 72,7, 张 成 F。 
综 上 所 述 ， 给 定 调和 映射 F: 52 —› G(2,4)， 满 足 rankA = 1,rankB = 2, 
我 们 得 到 其 准 线 ， 并 且 下 由 其 准 线 的 Frenet 标 架 中 的 第 四 个 和 第 二 个 向 量 张 成 。 


2.4 С(2,5) 中 的 调和 二 维 球面 


本 节 中 我 们 仿照 上 节 过 程 化 简 G(2,5) 中 的 调和 二 维 球面 的 活动 标 架 ， 并 且 
求 得 其 准 线 。 由 于 G(2,5) 中 情况 稍微 复杂 一 些 ， 由 其 准 线 返 回 构造 调和 映射 
时 ， 我 们 做 了 一 些 假 设 。 

设 F:5? — G(2,5) 是 既 非 全 纯 也 非 反 全 纯 的 调和 映射， 选择 标 架 Z1,.…, 25 
使 得 21,22 IR Н(х), 23,24,25 张 成 F+(x)。 基 本 变换 0,0 分 别 把 Zi 映 到 
QiaŽas biaZa。 记 

А = (а), B= (bia) C= (су) = (ааба), (2.46) 


由 于 det C = 0， 我 们 只 讨论 rankA = 2,тапкВ = 2 的 情形 。 正 如 ([11]) 中 所 
述 ， 选 择 标 架 使 得 73,74 WR O 的 像 ，Z4, Zs 张 成 0 的 像 ， 进 一 步 要 求 8 把 
[21] 映 到 区 3]。 再 由 关系 (2.12)(2.13) 可 得 


Газ 0 0 = 0 Dia bis 
[© ам ч Ё $ 0 ке, ы) 
其 中 a13az4ab14b25 A 0. ЖЕ ZA 的 定义 相差 一 个 U(1) х... x U 变换 ， 因 此 
[ZA] 在 CP4 中 定义 良好 。 由 调和 条 件 可 得 


11 ат рф азф bl46 dish 21 
2: рф W22 A23 араф Б25ф 22 

а} 25 |= | –азф —G236 w33 ар Th Za |, (2.48) 
24 —biap —азаф аф шад sq 24 


25 一 bisp —Бзф -TỌ —5ф wss 25 
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易 证 5- 形 式 w13W35W52W24W41 = al3rbz5azabiap5 全 纯 ， 因 此 r = 0。 由 于 


а24@12 + @@13 = 0, mod Ф, 
一 bi4wiz 十 sw5z = 0, mod Ф, 
— biw = 0, mod Ф, 
4240052 = 0, mod Фф, 


我 们 得 到 
定理 2.4.1. ([11]) 映射 [Z4]:5? — СР" 调和 。 
W Z= (21,22,23,24,25), AZK Z = М2, HH 


5/H 0 0 0 bia/k 
0 9q 人 入 —az4/À 0 0 
u= 0 -i -an о |, 
0 0 0 1 0 
—bis/h 0 0 0 s/h 
№ = aza? +1q? #0, p? = [6,42 + Isl? #0, (2.49) 
相对 于 标 架 Z 有 
Zi wi, ep fọ 0 wis Zi 
Z, -ep wz шз 0 -56 2; 
ајд |= | -f@ wh, шз Ар -hg Z; |, (2.50) 
24 0 0 AG w4 hp Zi 
25 WS, GP họ —иф wss 25 


外 微分 wia = 0, wh, = 0 可 得 wl, = rp, wh, = іф. HEM 73747 是 某 条 全 纯 
曲线 Frenet 标 架 中 的 相伴 随 的 元 素 ， 且 调和 了 映射 [Z4 = Za] : 52 + CP4 既 非 全 
纯 也 非 反 全 纯 映 射 。 因 此 由 全 纯 3- 形 式 www = -和 hhp3, 得 到 h = 0。 不 
妨 设 [73] 非 全 纯 ， 于 是 有 | 人 2 = а? 4 0, 作 标 架 变换 7” = VZ'， 其 中 

t/a -f/a 000 


—f/a -ta 0 0 0 
У= 0 0 1004, 
0 0 010 
0 0 001 
相对 于 标 架 Z” 有 
а wn wh 0 0 -ie\ (zy 
22 wz, ш —ap 0 -mọ 27 
ajz? |= 0 аф wi, Ар 0 ZE |< (2.51) 
Zi 0 0 Аф wh he РАА 
25 lp тр 0 -hp whs zy 
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外 微分 wl, = 0， 得 到 wl, = Kp。 由 全 纯 4- 形 式 азоо, = аАитыф“, 
得 到 m = 0。 由 全 纯 5- 形 式 шш ои, = kaulos, 得 到 а = 0。 因 
此 得 到 : 如 果 k = 0,130, N 277777777" 是 沿 全 纯 曲 线 [Z 幻 : S2 一 CP4 的 
Frenet RZ: WMRL=0,k A0, WZVZIZYZIZY 是 沿 全 纯 曲 线 区 们 : 52 CPt 
的 Frenet 标 架 。 

例 2.4.1. 令 

F= | -— 1-3? 651—2) ®(3—|щ) 223 | 
~ | 223 #(3—|22) —véz(1—[z?) 1-3lz2 2z |’ 


则 有 
[Zs] = OF (SF = [ /6  —у/6 (1—2) 1 一 4 二 + 四 4 641—182) Vez? ], 
于 是 


[Z3)=[z* —2 Vez? —22 1], 
[25] = [1 2z Véz? 223 15], 
[Z] = [ -27 22(3— |42) —vēz(1 — lz?) 1—32 2z], 
[Za] = [| -2z 1—32 Véz(1—|z?) 22(3— 2) 223 ]. 
记 Р i 
Ф = x dz, = уу (#@®—24@®),А = 1 + lz, 
则 有 [16] 
21 2р 0 29 -vép 0 21 
22 0 2р 0 vp —2Ф 22 
daj Z |=| -25 0 - 0 0 Zs. ls 
Z4 vep —V6$ 0 0 0 24 
Zs 2p 0 0 hp Zs 
00001 
00100 
u=|}01000], 
00010 
10000 
经 过 变换 Z 二 UZ 后 有 
РД ар 0 209 0 0 Z; 
Z3 о -4p 0 0 -2@ РАА 
а 2 |=| -2p о 2% уф 0 Ze |5 
Zi 0 0 —%ф 0 Уб Zi 
2% 0 2ф 0 —у6ф -2p Z$ 
01000 
10000 
у=|00100], 
00010 
00001 
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经 过 变换 Z” 一 VZ' 后 有 


2" ар 0 0 0 26 2" 
2" 0 4p 2 0 0 2" 
aj zy |=] 0 -25 2m Уур 0 zs |, 
24 0 0 -v6 0 уб Zy 
Z5 2ọ 0 0 —\у6ф -24y Z5 


因此 2010212177 是 沿 全 纯 曲 线 
(Z¥=Zs)=[1 2z Vez? 223 2% ]:S?— CP 
的 Frenet 标 架 。 


下 面 我 们 从 其 准 线 构造 一 个 调和 映射 F(x) = Z1Z2， 不 妨 假 定 [Z 和 1 为 其 准 
线 。 令 


Zi = (1 00) (277 + 027), 02.52) 
25 = (1 + wP (27 + 77), (2.53) 


由 上 可 知 Z1 满足 条 件 


(421,22) =0, тоа ф, (2.54) 
Вр 
dw + (05 — w1) +w*k@ = 0, mod ф, (2.55) 


易 见 w = 0 是 其 平凡 解 ， 此 时 有 

Zati ezk (2.56) 
但 当 k =0 时 ， 由 引 理 2.2.2 可 得 
Улов} = а, (2.57) 
根据 Hopf 极 大 值 原理 w = 0。 当 k = 0 时 易 见 


Zi=Z!, 2, =2" (2.58) 


也 满足 上 面条 件 。 下 面 只 讨论 Z| = ZY 这 种 平凡 情形 。 
Ш Zi = 77,23 = ZY， 则 有 


Zi w kp 0 о 0 z 
Р -kọ wh, up 0 0 2; 

ај zw |=| 0 -up ws хф 0 z; |. (2.59) 
24 0 0 —хф Wig уф 24 
25 0 0 0 -Iy® ws 25 
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令 
21 = (1+ М2) 2021 +%75), (2.60) 
25 = (1 + М2) (02; + 275), 0.61) 
由 前 面 可 知 Z, 满足 条 件 
(421,25) = 0, mod @, (2.62) 
即 
dw +w(w55 — wW11) =0, mod @, (2.63) 
由 引 理 2.2.2 可 得 | 
zA log wl = Ik? + у, (2.64) 
HUE Hopf 极 大 值 原理 有 w = 0, BI 
=, Zs=Zé, (2.65) 
另外 易 见 
Z=Zi, Z5=Zi (2.66) 
也 满足 条 件 。 令 
2» = (1+) (Z; + 23), (2.67) 
73 = (1+ 2) (23 + 25), (2.68) 
由 前 面 可 知 Z2 满足 条 件 
(dZ2,Z3) = 0, mod Ф, (2.69) 
即 


dw + w(w5; — 05) + wie = 0, mod Ф, (2.70) 


AR w = 0 是 其 平凡 解 ， 此 时 有 


Z2=Z}, 7з3=7%, (2.71) 
484 =0 8, 8513 2.2.2 可 得 
34 log |w] = Ix}? + [К], (2.72) 
根据 Hopf 极 大 值 原理 w =0。 当 =0 时 易 见 
Z2=2Zs, 7з=7› (2.73) 


也 满足 条 件 。 

在 这 一 节 中 ， 我们 证 明了 对 调和 映射 F — G(2,5), 满足 rankA = 2,rankB = 

2， 可 以 找 出 其 准 线 ， 并 且 给 出 例子 演示 我 们 的 方法 。 但 是 当 从 其 准 线 构造 这 个 

调和 映射 时 会 遇 到 一 个 微分 方程 ， 我 们 只 讨论 了 它们 的 平凡 解 ， 由 这 些 平凡 解 

我 们 可 以 看 到 F 的 准 线 的 Frenet 标 架 中 的 任意 两 个 向 量 可 以 张 成 一 个 调和 映射 。 
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2.5 Gauss 曲率 的 上 界 


本 节 中 我 们 将 给 出 G(2,5) 中 等 距 调和 二 维 球面 Gauss 曲率 的 上 界 。Y. 
Zheng[40] 讨论 了 曲率 的 pinching 条 件 和 d 与 5 变换 之 间 的 一 些 关 系 ， 证 明了 
G(2,4) 和 G(2, 6) 中 调和 二 维 球面 的 一 些 pinching 定理 。 例 如 对 G(2,4) 中 极 小 
二 维 球面 ， 当 其 Gauss 曲率 大 于 等 于 2 时 ， 只 能 等 于 2 或 4。 而 我 们 讨论 了 在 
G(2,5) 中 各 种 条 件 下 等 距 调和 二 维 球面 的 曲率 的 上 界 。 

设 F:M 一 > G(2,5) 是 等 距 调和 上 映射， 选择 沿 下 的 标 架 Z = (21...25) 使 


得 
21 Ф PP ano bi dbisG Zi 
7› —рФ Фәр az3p амфФф Ъ;5ф 22 
а| Z3 | = | –азф –азф w33 аф rọ Za |, 
24 一 bl4g —ймФ аф шаа sp 24 
25 —bisp 一 pz5p 一 和 和 –5ф wss 75 


外 微分 上 式 ， 应 用 结构 方程 可 得 


[day3 + азз(Фзз — w11 — V—Ip)] ^ p =0, 

{даза + a24(w44 — w22 — V-T) ЛФ = 0, 

[db14 + Bia(wi1 — Waa — V—Tp)] ЛФ = 0, 

[dbzs + b2s(w22 — wss — V—Ip)] Ap = 0, 

[daz3 + a23(w33 — w22 – У Тр) A ọ = (a24 — алзр)ф ^ Фф, 

[4515 + bis(wi1 — wss — V—Ip)] A ф = (рб5 — 5b14)0 A ọ. 

由 引 理 2.2.2， 在 相应 的 零点 之 外 有 

$A log |ay3| = }K — 21а13]? — |а;з|? + bral? + Ibis? + lq? — Ip? + Ir, 
А log |aza] = к —2lazal? —|azs + [14]? + 125/2 — lal? + Ip? + 1812, 
$A log [bral = к — 2ļb14|? — [615/2 + [а1з|? + lazal? + 192 + lp? — 18/2, 
$A log [25] = $K — 2|ba5|? — [615/2 + lazal? + lazal* — IpI? + Isl + |гЇЎ. 


FETE 2.5.1. Ж F: S? 一 G(2,5) 是 等 距 调和 映射 。 如 果 rankA = 2, rankB = 
2， 则 Gauss ФК < Ye 


证 明 : ”由 条 件 知道 a13a24b14bzs #0, FÆ 
1 
A log |aisazabiab25| = 2K—|a13|?—|a23|?—|b25/?—|bi5/?-+1q?+1s|?+2Ir/? > 2K 一 1， 


因此 如 果 K > 了 ， 则 可 得 到 =) Hay = b14 =q=T=s= 0。 这 与 假设 巴 
盾 ， 因 此 K < 3 了 。 定 理 得 证 。 
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定理 2.5.2. GF: S2 —› С(2,5) 是 等 距 调 和 映射 。 如 果 rankA = 2, rankB = 
]， 且 和 FCBDF， 或 者 及 一 TirankB =2， 且 OF C 5F， 则 Gauss 曲率 K < 2. 


证 明 : 由 条 件 知道 ， 如 果 al3a24b14 天 0， 则 有 


мњо 


1 3 
7A log |aisazab ral = 5К-\аз#—2азЁ—|амЁ+ьз5ї+ЇаЇЁ++рЇЁ++гЁ > 


因此 如 果 K > 和 ， 则 可 得 到 K = $ Н ам = ag = bu = bis = bas = дт 
р = 0， 这 与 假设 矛盾 ， 因 此 K < 4. 
WR bzsaz4b14 天 0， 则 有 


K-2, 


1 3 3 
pA log lbzsaz4b14| = 3K +lar3|?—lbsal?—Ibrs|?—2lbasl*+Isl?-+IpP +n? > 5К- 


因此 如 果 K > 5, WA K= 5 Н аза = 3 = az = bi = bzs =s =r =p = 0, 
这 与 假设 矛盾 ， 因 此 K < $o EHRE 


定理 2.5.3. LF: S? G(2,5) 是 等 距 调和 映射 。 如 果 TankA = 2, rankB = 
1, ҖЖА = 1,тапкВ 二 2， 且 OF 1 6F， 则 Gauss 曲率 K < $. 


TERR: ”由 条 件 知道 ， 如 果 qay3q24bzs 40, WA 
JAloglars02sb2s) = УК —2la1s? —lazs? |ы —lb2sP +2 +2 > 2K—2, 
因此 如 果 > $, ИК = {Н аза = аз = bas =з=т=0, ЖЕБЕ, 


ВЕК < 3. 
ШЖ. a13b14bzs 40, WA 
1 3 3 
pA log |arsbrabas| = 5к— 21025? – Гола? – 1015/2 — lar? +219 +21? > 50-2, 


因此 如 果 K > 5, WE K= $ Hby = 5 = al3=q=Tr=0， 这 与 假设 矛盾 ， 
因此 X < $. EAE. 

定理 2.5.4. 设 F:S? 一 С(2,5) 是 等 距 调和 了 映射。 如 果 rankA = 2, rankB = 
1 或 者 入 二 1,rankB = 2, А OF 与 6F 相互 间 不 垂直 也 不 包含 ， 则 Gauss 曲率 
K<4. 

证 明 : 此 种 情况 类 似 于 定理 2.5.2. 

注解 2.5.1. 如 果 b14 = bzs =0, MA 


1 1 1 
54108 615] = 3K + lanal? — 2[>15 + Isl? + Ip? + Ir? > 5 
因此 如 果 K р> 4, ЖК = 4 Hay = аз = аз = 5 =т= р = 0. wR 
b14 = bas = 0, аз #0, WA 


й—2, 


1 
zAlog|bisaisl = K — |an? — [а23|2 —|bis* + Isl? +192 +2112 > К – 1, 
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Astek Kl, MA K=1 В ад =д=т= 5 = 0. 
Зе Ж аз 一 az4 = 0, MA 
1 1 1 
Aloglazal = gK- 201? + [625] +1912 + Ip? + Ir? > 50-2, 
因此 如 果 K > 4, MAK = 4 dig = bi = 5 =q=r=p=0 如 果 
алз = а24 = 0,025 #0, WA 


1 
A log [02523] К —|a23|? — [015/2 — lb2s + 


sê +192 +2h > K—1, 


ВЖ ЖК>1, WAK=1Rb4=qzer=s=0. 
Зе Ж агаа #0, WA 


1 
zAloglazabra| = K+lai3/?—|a23|?—|a24/?—|br4/?—|bis/? +1b25|7+2Ipl? > К—1, 


AittoRK>1, MHK=1 А аз =b5 =р=0. 
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第 三 章 Ср" 中 的 三 维 球面 


第 三 章 CP 中 的 三 维 球面 


Zh. Q. Li, Ап М. Huang[25] 证 明了 СР" 中 CR 型 极 小 常 截面 曲率 的 三 维 球 
H 52 是 等 变 的 ， 由 此 得 到 在 相差 一 个 53 的 等 距 下 ， 它 可 以 具体 构造 出 来 。 丁 
Fei, С. Peng, X. Xuf17] 通过 SU(2) HERRIE СР" 中 弱 Lagrangian 极 小 常 截面 
曲率 的 三 维 球面 53 的 浸入 约 化 到 一 个 代数 方程 组 ， 并 且 给 出 一 些 标准 例子 ， 由 
这 些 例子 刻画 了 СР" 中 弱 Lagrangian 极 小 常 截面 曲率 的 三 维 球面 S3 。 本 章 中 
我 们 通过 SU(2) 的 西 表示 给 出 了 CP 中 的 三 维 球面 S 的 一 些 新 例子 ， 既 不 是 
Lagrangian, HZ CR 型 的 ， 并 且 得 到 了 CR 型 极 小 常 截面 曲率 的 三 维 球面 53 
的 相配 标 架 ， 从 而 给 出 了 它 的 刚性 结果 的 一 个 新 证 明 。 


3.1 SU(2) WARF 


本 节 中 我 们 回忆 一 下 西 群 SU(2) 的 表示 。 
丁 群 SU(2) HFA: 


SU(2) ={9= ( М ) Па? +b? =1, a,b € С} (3.1) 
显然 它 同 胚 于 三 维 球面 53 = {(a,b) € С? | lal? + (62 = 1}. SU(2) 的 李 代 数 是 
asa) = ( е. ) хе» єс} (82) 
= іх 


HH i? = 1. ENX 6и(2) 的 一 组 基 {є1,є›,єз}: COO 
io 0 1 О 4 
a eee eee 


(ey, ez] = 2e3, [e3, £1] = 2e2, [e2, €3] = 221. (3.4) 


SU(2) 的 Maurer-Cartan 形式 由 下 式 给 出 : 


它们 满足 


© = agg! = ( н. toa ttiis ) : @.5) 
—w2 +iw; —iwı 
由 Maurer-Cartan 方程 db = OA © 得 到 : 
dw, = 202 Л w3, йоз = 203 Л w1, шз =2w; A w2. (3.6) 


KV, 是 全 体 以 z 和 w 为 自 变量 的 所 有 nm ЭРИ ЕКЕН (т. +1) 维 复 
线性 空间 。V, 的 Hermitian AAR (,) 为 : 


(9) = У акБкк(п—К)! 


k=0 
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其 中 f = Ур акки", g= fio bkzkwn-k € Vno A fun = 2и (т — К)! | 
O<k<nJAV, 的 一 组 西 基 。SU(2) 在 У, 上 的 酉 表示 pn №: 


pn(g)f(z,w) = #((2, 0) 971) = #(а2 + bw, —bz + aw) 
其 中 ge 54(2), FE Vn。 李 代数 su(2) 在 Va 上 的 作用 由 下 式 给 出 ; 


wndpn(e) = -Flp (expte) бын) lezo өл) 


其 中 0 <k < п, к esu(2)。 特 别 ， 


Ux,ndPn(er) = (п – 2К)їик,л, (3.8) 

UxndPn(e2) = VK — К + Mean — (К + 1)(т — Кушкыл, G.9) 

Uxndpn(es) = уК(п – К+ Nitya Ру (КУ 1) (п – k)iuk+ns (3.10) 
其 中 0 和 k 和 mo。 

我 们 知道 每 个 su(2) 的 有 限 维 表示 都 可 以 扩张 成 唯一 的 一 个 复 表 示 s[(2, С). 
因此 我 们 得 到 复 表 示 51(2, С) 也 标记 为 don. WH sf(2,C] 的 一 组 基 {fcy, 02, оз}: 


aft 81, fo) oo ra 
С AN 6 G 


并 且 分 别 标记 dpn(o01), dpn(02), —dpn(03)  Н,А, В. Е (3.8)-(3.10) 我 们 得 到 
Uk,nH = (п — 2k)uk,n, кА. = y (k+ 1) (п — щт, ш В = VK(n — k + 1)шк—1,л, 


(3.12) 
其 中 0<k 和 mn。 从 sl(2,C) 和 End(Vn) 间 的 李 代数 同 态 don 我 们 得 到 : 
[H, А] = 2A, [H, B] = —2B, [A, B] = Н. (3.13) 
Aut(Vn) 上 的 Maurer-Cartan 形式 的 拉 回 为 : 
арыр! =iHw1 + Аф — BỌ, G.14) 


其 中 p = ш: +ішз. 

ФА = п 2, Vann = ш HOS KS ть An = (Ао, Аз,...А№} 中 得 元 
素 称 作 酉 表示 pn ML, Ло 称 为 最 高 权 。 表 示 空 间 Vn 分 解 为 Wun O Vain Bo 
四 sn， 其 中 dimeVa,n =1, ЖН Ул = Spanc{fvxun} 称 为 对 于 权 Ax 的 权 
空间 。 因 此 (3.12) 可 以 写 为 ; 


Van H = Аул л, Ул, ҺА = axnYA-2n)VMnB 一 bxnvx+2nAEAn (3.15) 


其 中 an = /т+1)7—(А—1)/2, dan = у Т2 0А +1)/2. BR, 


ax+2m = ®л,л›@-п,п = bnn = 00 
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我 们 知道 {(Va Pn) | n = 0,1,2,-…} 是 SU(2) 的 所 有 不 等 价 的 不 可 约 丁 表 
示 ， 并 且 任 何 SU(2) 的 酉 表示 是 完全 可 约 的 。 在 相差 一 个 同 构 之 下 任何 SU(2) 
MHA р 可 以 写 为 p= pn Dm: O Pony HP ni >т >... > п, Ж 
一 些 非 负 整 数 。 相 应 的 表示 空间 为 V = Vn OVD DVn. 类似 ， 我 们 有 
权 空 间 分 解 V = Ф: =(B Vama) = BW 其 中 М, = Ф. Уһ, 为 相对 于 
权 入 的 权 空 间 。 


32 СР" 中 的 极 小 三 维 流 形 
本 节 中 我 们 约定 下 列 指标 变化 范围 : 


0<А,В,С,...<т,1<ж,В,у,...<т,1 Sij k.. <3. 


设 f: M 一 СР" 为 等 距 浸 入 ， 其 中 (M, ds?) 为 三 维 流 形 ，ds2 = > ð? 
选择 С" 的 西 标 架 {Zo, Z1,...,Zn} 满足 (Za, Zs) = блв, H f= [20]. RE 
dZA = Өдв2в, MW 


dasg = Өдс ЛӨсв, Qap + двд = 0. (3.16) 


Ср" 上 的 Fubini-Study 度量 为 452, = Өзабох, Kahler 形式 为 Q = У 100. \боа 
Ж (ет, ег,ез) 为 TM 的 一 组 局 部 正 交 标 架 ，{w1, 2, 03} 为 其 对 偶 标 架 。 假 定 
О = }уф Ad; EP Jy = РО(е, ев). BR, 


окҥгоР=ў 2. @.17) 
У 


BAN Ai [РОР = 0 当 且 仅 当 f 是 弱 Lagrangian (全 实 的 )， 并 且 ("ОР = 2 当 且 
仅 当 f 是 CR 型 的 。 
下 面 我 们 分 析 f 极 小 的 条 件 。 由 等 距 条 件 可 得 


3 
ds? = ға, = ) 02. (3.18) 
i=l 
度量 ds? 的 第 一 结构 方程 为 


dð; = 一 Qij A @;. (3.19) 


Boa = Ғ'Өоа = fuiOib (3.20) 
其 中 fai 为 局 部 定义 的 复 函 数 。 对 (3.20) 作 外 微分 ， 由 (3.19) 可 得 


Оға A Di = faij 0j Ad; =0, (3.21) 
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其 中 ， 由 定义 


Холу ©) = dfai — Роу + {Өр — обоо, 


fuij = faji- 


我 们 知道 f 极 小 当 且 仅 当 У 3 fai =0,a=1,...,n, Ж [7]。 


(3.22) 
(3.23) 


本 节 剩 下 的 部 分 中 我 们 假定 M = 5% 具有 常 截面 曲率 为 с 的 双 不 变 度量 ， 


因此 


1 Е P 
а = Jere = Vew 3,031 = Vew2, M23 = Yew). 


EX G=G2.+id3, HS 


42% = X101 + X202 + X33 mod Zo 
Xi = #420, 


DX, = dX; уф — 900, 
= dfwiZa+ fpidpaZa + fpidgoZo — fajDjiZa — fuido0Z on 
= DfuZa + водо 
三 fuijmijZu + fpidpoZo 


= #0325 mod Zo 


并 且 设 


X = X1, Y = (X2 — iX3)/2,W = (X2 + iX3)/2. 


由 (3.24) 可 得 


dZo = Хуфу + X202 + Хз@з mod Zo 
= Xð; +Y +W mod Zo 
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(3.24) 


(3.25) 
(3.26) 
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DX = DX; = dX; — Xz@21 - X3@31 一 9ooXi 
= dX + VeX2@3 — VeX3t2 一 6ooX 
= dX — іусүф +iVeWG — ӨооХ 
DXz = dX2 一 X1012 — X3@32 — BooX2z 

= 4Х; — VEX1%3 十 VECX3G1 — ӨооХ2 
DX3 = Хз — X1 413 — X3@23 — ӨооХз 

= dX; + eX; @2 — VeX2h1 — booXs 

DY = (DXz —iDX3)/2 
st FVEX® + iVEYW1 — YOoo 

DW = (DX; +iDX3)/2 
= AW + 3VEX$ 一 iVEWai — Weoo 


设 
DX = рифт + 91ф +т1ф mod Zo 
DY = рф + qo +126 mod Zo 
DW = p31 + 43ф +136 mod Zo, 
则 可 得 


Pi = fin qi = (f12 — if13)/2, 11 = (f12 +if13)/2, 
р2 = (fz21 — if31)/2, q2 = (f22 — f33 — 2if23)/4, т2 = (f22 + f33)/4, 
рз = (far +if31)/2, q3 = (f22 + f33)/4, 72 = (f22 — f33 + 2if23)/4, 


其 中 fy = feijZx。 综 上 我 们 得 到 下 面 定理 : 


定理 3.2.1. 设 f: S3 一 СР" 为 等 距 浸入 ， 则 了 极 小 当 且 仅 当 一 下 条 件 之 一 成 
立 ; (1) pr +412 = 0; (2) рт +443 = 0. 


证 明 : 只 需 注意 pi1 十 472 = р; +443 = a ft = ye, fuitZu。 
3.3 СР" 中 的 CR 型 极 小 53 


两 个 映射 1,g : S3 一 СР" 称 为 是 等 价 的 ， 如 果 存 在 全 纯 等 距 A CPT 一 
CP" 使 得 f = A og。f 称 为 是 等 变 的， 如果 存 在 李 群 同 态 E:53 Um +1) 16 
得 f 等 价 于 roE， 其 中 r:Um+1 — СР" =U(n+1)/U(1) x Un). 

在 [24] 中 ，Zh. Q.Li 给 出 以 下 例子 ， 它 是 常 截面 曲率 为 c= 1/(m2z 一 1) 的 
CR 型 等 变 极 小 浸入 : 
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ЖЕ СР" 中 的 三 维 球面 


例 3.3.1- 对 给 定 整 数 m >2,‚, ZA 


k =(m—2)(m+1),1=(m+2)(m—1), 


2 m-l ш 2 m+] 
cos? t = t= 一 一 一 
Im” 7 


7 


其 中 te (0, 7/2). 1 


нев (Crs 


其 中 (ду) Є 53 = {(z,w) Є C? : 22 + мӯ = 1}, H {eo,..., ex, €b... E} A 
Ск+1+2 二 Ж ec! 的 一 组 自 然 基 。 定义 f= [ео] : 53 = 入 CptirT | 其 中 
ео = (cos tf1, sin tf2)。 


Zh. Q. Li 证 明了 

定理 3.3.1. 设 f: S3 + CP" 是 常 截面 曲率 为 с 的 CR 型 等 变 极 小 浸入 。 如 果 
f 线性 满 的 ， 则 c = 2/m +1), Жп = 2m2 一 3，m > 2. 并 且 在 相差 S 的 一 
个 等 距 下 ，f 与 上 面 例子 中 的 等 距 等 价 。 


假定 f : S3 CP" 为 线性 满 的 CR 型 极 小 浸入 ， 由 了 诱导 的 度量 为 : 
ds? = 》 dia; = їз шуш). (3.27) 


选择 S3 上 的 一 组 西 标 架 {eo, e1,.… ,en} 使 得 f = [eo]。 因 为 f 为 CR 型 的 ， 假 设 


ёге ш = oh. (3.28) 
设 
Boa =@а«}@; = Sets LS RGA; (3.29) 
еј =aujew 1<j <3, (3.30) 
则 由 CR 型 条 件 可 得 
deo = 6ooeo + goueru = ше + Fo ef + goe (3.31) 


因此 下 面 我 们 假定 {eo, €1,..., en} 满足 : 
deo = лед + piwie + rpez, (3.32) 
其 中 pi = r2 = Fee Ж] 801, 802 外 微分 可 得 


ipi p ЛФ =р1(Өбо — 811) Aw) +129 A821, (3.33) 
2irzw1 A @ =r2(800 — 822) \Ф + ртт A612, (3.34) 
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即 ， 


012=p2p, pz =1Р!, 
T2 
(800 — 811) Лал =0, 


p? 
800 — 822 = i(2 — mwr. 
2 
对 Ooa = 0,3 < x < n 外 微分 可 得 
ртшт A Dia +729 A bza = 0. 
另外 注意 由 定理 3.2.1 可 得 


800 — 811 = 2iw;, 
Ө Лф = 0. 


选择 es 使 得 
013 =T2P39, Bia =0,4 SASN, 
由 (3.38) 和 (3.40)， 可 以 选择 es 使 得 


823 = pip3Wi +р1тзо, 
824 =рітдф, 822 = 0,5 SASN. 


对 011, O12, O13 外 微分 可 得 
1 
|ггрзЁ = a” = рг, 
тз = 0, 923 = ртрзот, 
p 
81) — 833 = (2+ H )wi. 
T2 
对 91. = 0,4 < а < n 外 微分 可 得 
Өз. AP =0, 
因此 可 设 934 = раф. Ж] 022, O23, O24 外 微分 可 得 
1 2 
pital? = — + iral? + Ipa? — (2— 24), 
с т? 


„Рз 
13 
Ра Бер 


2759 PS 
822 — O44 = 1(2 — ы; 


(3.35) 
(3.36) 


(3.37) 


(3.38) 


(3.39) 
(3.40) 


(3.41) 


(3.42) 
(3.43) 


(3.44) 
(3.45) 


(3.46) 


(3.47) 


(3.48) 


(3.49) 
(3.50) 
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对 Oza = 0,5 < mn 外 微分 可 得 
p3W1 A030 +таф A Baa = 0. 
由 (3.47) 可 以 选择 es 使 得 
635 =тарѕф, Өз«=0,6<<т, 
并 且 由 (3.51) 选择 ee 使 得 


O45 = pa3p5W1 + рзт5Ф, 


Qa46=parep, Өд =0,7< aKn. 
对 O33, O34, O35 外 微分 可 得 
|тар52 = Ч + рз + Ipal? — (4+ рі) 
с % 
т = 0, 845 =P3PsW1, 
p 
833 — 855 = (2+ 2—)ф1. 
Ta 
对 Өз. =0,6 <a < n 外 微分 可 得 


bs<c 人 p = 0, 


因此 可 设 656 = psp。 对 944, 945, 946 外 微分 可 得 
2_! 2 2 Pt 
Ipstel* = — + Ipital’ + [ра — (4 5 – 2 
с T2 
р5 
O44 — Ө66 = 1(2 а жа 
对 Os, =0,7 < а < п 外 微分 可 得 
psw1 A Өѕ. + T60 Л Өв. = 0. 
由 (3.58) 可 以 选择 ez 使 得 
05; = труф, 950 =0,8<a<n, 
并 且 由 (3.63) 选择 es 使 得 


867 =psp7W1+PpsT79, 
Өєз =р5твФ, Өє«=0,9<®<т. 


由 上 述 过 程 ， 我 们 得 到 下 面 的 定理 ; 
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П 


(3.51) 


(3.52) 


(3.53) 
(3.54) 


(3.55) 


(3.56) 


(3.57) 


(3.58) 


(3.59) 


(3.60) 


(3.61) 


(3.62) 


(3.63) 


(3.64) 
(3.65) 


第 三 章 СР" 中 的 三 维 球面 


定理 3.3.2. RF: S3 一 СР" 为 线性 满 的 具有 常 曲率 截面 с 的 CR 型 极 小 浸 
人 are CH! 的 西 标 架 {e0, e1,..., en} 使 得 U(n + 1) AY Maurer-Cartan 形式 
拉 回 Н 


6, Ln w Ly ee 
во =: n P1 Ro ртт ve 1,902 = T20 Ve 


O2k-1,2k = рф, Өзк—1,2к+1 = Т2кР2к+1Ф› 
82k,zk+1 = P2k-1P2k+1W1, 62k,2k+2 = P2k—1T2k+20, 


k-1 р? 
A +F 2j 一 1 

Boo ~ B2x-1,2x-1 =i ј 5 + 2К)шз, 
j=1 


P31 
800 — 02k,2x = u-) j > +2k)w1, 
j=l 2j 


其 中 
тараа = 1 1р зра аР — ip p— > Р oy (3.66) 
2kP2k+1 с 2k 一 2P2k 一 1 2k = т) э» . 

1 x p31 

Їрок-лток+2]2 = = + рок зто + рк] + Уј —~ 2k, (3.67) 
с т % 

Pa = КРЕ, w=0 p=], к>1. (3.68) 

T2k 


从 定理 3.3.2， 我 们 知道 CR 型 极 小 浸入 是 等 变 的 ， 且 由 (3.66) 974924 к = 1 
时 有 0<c<3。 再 由 定理 3.3.1 可 得 到 刚性 结果 [25]: 


定理 3.3.3. 设 f: S3 一 СР" 具有 常 曲率 截面 c 的 CR 型 极 小 浸入 。 如 果 f 是 
线性 满 的 ， 则 c = 2/m +T， 其 中 mm = 2m2 一 3,m > 2. 并且 在 相差 一 个 S E 
构 下 f 等 价 于 例 3.3.1. 


3.4 例子 的 构造 


本 节 中 我 们 通过 SU(2) 的 酉 表示 构造 一 些 СР" 中 极 小 S3 的 例子 。 设 


Zo = аур + БУ, крк (3.69) 
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第 三 章 Ср" 中 的 三 维 球面 


RH |a? +2 =1,14+k--l=n H veu vsk 由 第 一 节 定 义 。 于 是 


dZo =avt,idp1 + Бу, карк 
=ау: 1(1Ноу + Аф — Вф)ру +Ъу, (Нал + Аф — ВФ)рк 
=i(tavtt 十 Sbysk)wi + (алау + а, кБуУз-2к)Ф 
一 (bttavt+21 十 bsikbys+2ik) 
8o0 =(dZo, Zo) 一 ifttla? + 5612) = Мот 
(dZo, dZo) =(#7|al? + s?|b|?)wF + [(a2, + b2 ial? + (а2 + Ъ2,)Ы]фф 
Pta р. з 
ds? = о? + 5262 — (tlal? + s[b|?)2}w} 


421-1? k? + 2k — s? ы 
+(—S—lal? + 50g 


=(t?|al? + 5462) + ( 


426 = X® +Y + WG mod Zo 
其 中 


X =Veli(t — М)ауу р + ils — N)bvs кра] 
Y =\/с[а+да®у+—2р1 + аз,к®У—2,крк] 


W =4/с[—Ъ, лауа дрі — Б. кВуз+2,крк] 


DX =dX — іусүф +iVeW® — Bo0X 
=—cl(t—N)?averpr + (в — №?ЫУ, kpr] 
十 ic[(t 一 N —1)at,rave—2,1pt + (s — N — 1)а круз 2, крк] ф 
—ic[(t— N + 1)Ь, дау, +2101 + (5 — N + 1), круга кру] 
DY =dY — SVEXG АУСФ — Oo0¥ 
=ic[(t— N — 1)а:дауг 21р + (s — N — 1)аз круз -2,крк]@1 


+ С[а+—24@а@У+—44р1 + а,-2,каз, Уз -4,крк]ф 
1 1 1 1 m 

tel(st—5N 一 bt-ztautjavyutpt+ (53 — SN — bs-2,kas,k)bys, кркіф 
2 2 2 2 

DW =aW + 5 VEX — i VEW: — BooW 
=—ic[(t— N + 1)bt1avt+2,1P1 + (5 — М + 1)bs,kbYs+2,kPk]Õ 

1 1 1 1 

一 cilt 一 5“ 十 at+2itbttjavttpt + (55 == 7N + as42,kbs,k)bVs,k Pi] ® 

十 c[bt+2ztbtitayt+4,tpt 十 bs+2ikbsikbys+4kpk] 


26 


第 三 章 ”CP" 中 的 三 维 球面 


因此 得 到 


pı =—cl(t— N) avt pi + (s — N} bys kpk] + c(t — s)?lal?lbl (ave ipi + bys,kpk), 
q 
ry =—icl(t —N+1)beraver2,101 + (5 — N + 1)bs kbYs+2,kPkl, 


=ic[(t -N – 1)асдау:-2101 + (5 — N — 1)as,cbvs—2,xPx], 


p2 =icl(t — N —1)аау+—21р4 + (s — N — 1)as,kbYs-2,kPk], 
q2 =с(а:2да:4аУ: 44р 十 as-2ikqsikbys-4kprk)， 
1 1 1 1 
т2 =e(5t = 7N — bt—2,10t,1)AVt, 1P + (55 = zN = bs-2,kas,k)bYs,kPk 
+ c(bt-21ar ilal? + 5,2 каз, КЇ) (аур. +ЪУ; крк), 
рз = — 10[(+ —N + 1)byraver2,.91 + (5 — N + 1), круз +2,крк), 
1 1 1 1 
q3 三 一 el(5t = zN + адре) аур + (58 - zN + as4+2,kbs,k)bVs,kPk] 
+ clatz be ilal? + as+2z,kbs lbi?) (аур + bYs,kPx), 
тз 一 c(bt+ztbttayt+4itpt 十 bs+2ikbskbvs+4kpk)]. 
由 定理 3.2.1， 我 们 有 


定理 3.4.1. 设 f= [20]: 53 一 СР" 为 浸入 映射 ， 则 上 等 距 极 小 当 且 仅 当 以 下 
条 件 成 立 : 
Ptn + 
(2) : (t—s)?(la}? — 2) –12 — 214+ 1? +k? +. 2k —s? =0, 


F Jaj? + Ib}? =1. 


(1) : #482 + 5462 — (tlal? + 32)? 


[ы]; 


由 上 述 定 理 可 得 
lal? (t— s)? +1 +21- t? —k? — 2k + s? 
ы. 2(&—5)2 › 
be (t-s) —1?—214+ t? +k? +2k—s? 
2(t—s)? : 


下 面 例子 中 我 们 记 {in,0 < i < nn} 为 由 全 纯 映射 bon]: 52 一 СР" 定义 的 
Veronese 序列 。 


例 3.4.1. 对 给 定 整数 m 之 2 定义 


t=l=(m+2)(m—1), s=k=(m—2)(m+1), 


则 
2_m 二 1 2 了 一 1 
Ы, Б T, 
Zo =AVi,1P1 + Вук, крк = abo, + bho, x, 
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第 三 章 СР" 中 的 三 维 球面 


曲率 
1 1 


Pla? + sl (Ча + sie)? m1 
E Kahler 形式 的 拉 回 为 


i 1 
a=fa = 39900 = Маш 
=Nw2 Л w3 = Мс@; 人 wa = 2A фз. 
因此 可 得 |Qj? =2, P f= [20] 是 CR 型 的 。 
注意 上 例 首先 由 Zh. Q. Li [24] 给 出 。 
例 3.4.2. 给 定 整数 MRBLKSORR 
t=l-2, 1=3т?+13т+8 (or=3m2 一 rm 一 2)， 
s=k—2, k=3m?+7m—2 (or=3m?—13m +8), 


则 
2_m+1 2_m-1 

la? =, bh = 

Zo =avi-2,1P1 + ЪУк—2,крк = афт + Ъфт,к. 
曲率 

Е 1 1 б 1 ) 
© = ар ү spe — (Ча rs) © (3тъ+2)(3тъ+8) ‘  Bm—2@m—s) 
E Kahler 形式 拉 回 的 模 长 平方 为 
2 2_ 
loz = 2м}? = 2) 3m? + 10m +4 2 (or =2I 3m? 一 10m 十 4 B). 


(3m + 2)(3m + 8) (3m — 2)(3т — 8) 


容易 验证 0< (OP? < 2， 因 此 浸入 f = [Zo] RA LH Lagrangian 的 也 不 是 CR 型 
的 。 
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ЖД о, 中 平行 平均 曲率 向 量 曲面 


SOS 0 中 平行 平均 曲率 向 量 曲面 


T. Ogata [31] 开始 了 二 维 复 射 影 空间 СР? 中 具有 平行 平均 曲率 向 量 曲面 的 
研究 ， 得 到 一 组 常 微分 方程 ， 并 且 证 明了 如 果 CP? 中 具有 非 零 平行 平均 曲率 向 
量 曲面 的 Gauss 曲率 为 常数 ， 则 它 必 为 全 实 的 且 Gauss 曲率 为 零 。K. Kenmotsu， 
D. Zhou[23] 和 S. Hirakawa [20] 对 T. Ogata [31] 中 给 出 的 常 微分 方程 组 作 了 充分 
的 研究 ， 在 此 基础 上 证 明了 CP? 中 具有 平行 平均 曲率 向 量 曲面 或 者 是 极 小 的 或 
者 是 平坦 的 。 本 章 我 们 研究 了 复 射 影 空间 СРЗ 中 超 二 次 曲面 Q2 中 的 平行 平均 
曲率 向 量 的 曲面 ， 得 到 了 一 组 类 似 的 微分 方程 ， 并 且 引 入 一 个 角度 Ө 来 刻画 二 
维 复 空间 形式 和 超 二 次 曲面 Q 的 不 同 。 如 果 9 = 0,2, WHE RABE Й 
面 到 Q: 的 具有 平行 平均 曲率 向 量 场 的 等 距 漫 入 。 


41 基础 知识 
本 章 中 我 们 约定 以 下 指标 变化 范围 : 


Т<А,В,...<4;1<1},...<2;3<о, 6,...<4. 


О; ACP? 中 超 二 次 曲面 ， 它 等 同 于 Rt 中 定向 二 维 平面 组 成 的 Grassmann 
流 形 G(2,4] : +iw] e WAwl), RP у + iw] 表示 由 C4 PHAR V+ iw 
给 出 的 Qz PHA VAwl 表示 Rt у,уу Є Ri 张 成 的 定向 二 维 平面 。 

作为 齐 性 空间 Qz = 50(4)/50(2) x SO(2), 4 {Q 他 表示 SO(4) 的 Maurer- 
Cartan 形式 ， 满 足 


аоў=ў ОёлО , QF+OQR=0. (4.1) 


iwr = (OF +105), ДЈ Ог 上 的 诱导 度量 为 ds? = у ере, ДФ wr 为 
(1,0) BFK. (Qz, ds?) 的 结构 方程 为 ; 


dw*=-) о Ло?, wg 二 oO8 = 0, (4.2) 
йш = – У ш Awl Ф, (4.3) 
其 中 联络 和 曲率 形式 为 : 
we = 16503 ~ Оё, (4.4) 
OF = о Aw? о Aw? +5 У шу Лат. (4.5) 


设 (М, dsj) 为 定向 连通 的 二 维 黎 曼 流 形 ，F : М < Q AFERA. 
设 (ет, e2, єз, e4} NM 的 一 组 局 部 定向 标 架 ， 其 中 {e1, e2} Ж M 切 丛 的 一 组 基 ， 
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第 四 章 Qz 中 平行 平均 曲率 向 量 曲面 


{91, 02, 03, 04} 为 其 对 偶 标 架 。M 上 的 度量 为 ds? = фф, Ж p = 91 +102. 
M 的 结构 方程 为 : 


аф =i0}A@, 49) = Sko ^ф. (4.6) 
Kahler 函数 cosa = (el,Jez)， 其 中 本 为 Qz 的 复 结构 。 我 们 知道 存在 矩阵 
иєц(2) 使 得 
a w? 
(2-7) е 
并 且 


a =cos $0, g = sin 56. (4.8) 
假定 平均 曲率 向 量 H AO, AD+H=0, Жр D+ 表示 М 法 丛 的 联络 。 选 
Жез=—Н/Н, В 


cos ža + sin a = 0! +102, (4.9) 
sin х3 30% = 03 +10“, (4.10) 
对 其 外 微分 可 以 得 到 
Ө! = i(cos 250% — sin? 54), (4.11) 
ӨЗ +10} = -Baax- g- Dsin «(3 + @42)), (4.12) 
63 +10 -出 3+ 04)), (4.13) 
63 = i(sin? ža — cos? Fai), (4.14) 


其 中 (08) 为 相对 于 {6A} RREK, (HF) 是 相对 于 {0%} 的 联络 。 由 假设 可 知 
єз 是 沿 М 平行 的 向 量 场 ， 因 此 e, tht, FAO} = 0。 限 制 (4.9) 和 (4.10) 到 М 
上 有 : 


® 1 bs 
cos > 3+ sin 5% =, (4.15) 
mea —cos 5@“ = 
sin z” cos 2® 0, (4.16) 
对 其 外 微分 可 得 
1 
3 {da —sin «(Ф3 + @4)] = аф +Ъф, (4.17) 
—@}=Ъф+сф, (4.18) 


Ж“ а,ъ, сж м 上 局 部 定义 的 复 值 函数 ， 依 赖 于 {etv ez} 的 选取 。 因 此 我 们 得 
到 


03 +10} = 一 (ap +b +ЪФф + сф), (4.19) 
ӨЗ +102 = —i(ap 二 bf 一 bp —c@). (4.20) 


第 四 章 Q 中 平行 平均 曲率 向 量 曲面 


өк = Уһ), Kt he} 为 第 二 基本 型 的 分 量 ， 则 
hi, = -Па+а+дь+ в) са), 
hh = (-а+а+с-0), 

Ћ, = plat a—2(b +6) +с+0, 


hh = ila 一 6+2(b 一 可 +c 一 中 
1 

hin = 5(-а-а+с+0), 

М. = zla + a + 2(b — B) — c +8). 


由 标 架 的 选取 可 得 


Н = -2bea， b=b=const>0. 


对 (4.17) 和 (4.18) 外 微分 ， 由 (4.11) 和 (4.14) 可 得 
8} = —i cot æl(a — b)ọ — (ā — b)ĝ], 
dæ = (a +b)ọ + (ā+b)ĝ, 


1 хаж 
(да +ia0}) A ф == cota(ba — |а|?)ф A Фф — = sin х(Ф3 + Ф4), 


2 
(ас —ic0}) A ф = соїх(ас —Ъс)ф A ф — Ф, 


(421) 
(422) 
(423) 
(424) 
(425) 


(4.26) 


(4.27) 


(4.28) 
(4.29) 


(4.30) 
(4.31) 


其 中 曲率 矩阵 的 变换 关系 为 @ = UBDU-1。 注 意 到 @ 在 以 下 变换 下 的 形式 不 变 


eit 


t, ( 0 ) атат 
0 eit 


и-( а y se i = 
— u 


BX =u? +v, Y = пу – и, Male) MLA 


63 = [(2 一 |XP) cos? 2 (1 —|YP) sin? Sle NG, 
3 = (ХҮ cos? 5 + XY sin? Do AQ, 
64 = [(1 — YP) cos? 5 一 (2 一 |XP)sinz Sie AG. 


对 (4.28) 外 微分 得 到 М 的 Gauss 方程 : 


К = (6 —2|X/? — 2|Ү|?) cos? « + 4b? — 4lal?. 


AY 03 = 0 外 微分 得 到 


Ja}? – 102+ ЦЕ — |X]? — [Ү|?) sin? « + |Y]? — 1 = 0. 


(4.32) 


(4.33) 
(4.34) 
(4.35) 


(4.36) 


(4.37) 
31 


第 四 章 О, 中 平行 平均 曲率 向 量 曲面 


我 们 知道 局 部 上 存在 等 温 坐 标 = 一 x 十 训 使 得 p = 和 dz， 其 中 入 为 正 函 数 。 
(4.28)-(4.31) 可 以 写成 下 面 一 组 微分 方程 


дА 


Əz = № (a — b) cot a, (4.38) 
dx 
ae =A(a+b), (4.39) 
oon 0092 — ba) cot «+ 1 JG- XP — МР) sin2al, (440) 
a(A2c) a ee 

эр = XV cos? Z — XV sin? 5. (4.41) 


注意 22 = 4AM a= 5， 因此 а 为 实 值 函 数 ， 且 X, oo a 为 依赖 于 x 的 
单 变 量 函数 。 
定理 4.1.1. ИР: М = Qo 为 具有 非 零 的 平行 平均 曲率 向 量 的 等 距 浸 入 ， 且 


既 非 全 纯 也 非 反 全 纯 。 则 在 以 上 记号 下 ， 局 部 上 存在 等 温 坐标 系 z 王 x+ 训 且 
有 以 下 一 组 微分 方程 : 


ал 
Б —2A*{a — b) cot a, (4.42) 
da 
ag =2A(a +b), (4.43) 
аа = 2A[2(a? — ba) cot + 18 IX|? — |¥|?) віп 20], (4.44) 
Ә(А2с) ИГУ сү, 

i XY cos 5 XY sin’ 5» (4.45) 


ЖФ |c]? = a? + 4(3 – |X? — |У) sin? a + |? – 1. 


42 Qo 中 曲面 的 存在 性 


本 节 中 我 们 需要 借助 定理 4.1.1 构造 出 一 些 曲面 。 


定理 42.1. 设 M 单 连通 ， 且 (о, шр} 复 值 1 形式 满足 (4.2)，(4.3) 和 (4.5), 
则 相差 一 个 Q 的 等 距 下 ， 存 在 唯一 的 光滑 映射 F: М 一 О 满足 : 


F( (QF +10)) = w*, F (i530) — Qg) = we 


万 
1 
8 = (OF +O), фр = 1650; -0% 
则 
一 》 中 入 bp， 中 十 中 =0, 
афр=- У ФУЛФ ъф AG? th AG? +51) GAG. 
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第 四 章 О, 中 平行 平均 曲率 向 量 曲面 


考虑 M x SO(4) 上 的 Pfaff AS: 


а 


з а w*—o*=0, xg = шӯ – фв = 0. 

易 证 由 {X“,X*] 的 实 部 和 虚 部 定义 的 分 布 是 可 积 的 ， 因 此 存在 此 Pfaff 系统 的 
积分 流 形 。 由 {Оў} 的 线性 独立 性 ， 假 定局 部 存在 映射 F: U 一 sol), В 
它 的 图 包含 在 上 述 Pfa 企 系统 的 积分 流 形 中 。 如 果 疡 : U SO(4) 另 一 个 
这 样 的 映射 ， 则 对 хо Є Ui Fixo) = gi, Ё, (хо) = 92,9 = 911. gz， 于 是 
(Ко) О = (F)* о (К) ОФ = (FFOR, Н (Re oF)(xo) = 9z。 由 了 faff 系 统 解 
的 唯一 性 得 到 Re oF =F1， 因 此 在 相差 一 个 SO(4) 的 右 作用 Re 下 下 是 唯一 确定 
的 。M 的 单 连通 性 保证 可 以 把 咎 扩张 到 M Б. ЖХ Е= поё: М 一 Q2， 其 中 
п:50(4) 一 Qo 为 典 则 投射 。 命 题 得 证 。 

给 定 光 滑 复 值 函数 u,v 满足 lu? 十 lvl? = 1 和 实数 b > 0， 我 们 知道 常 微 分 
方程 组 (4.42)-(4.44) 的 解 是 存在 和 唯一 的 。 


命题 421. 记号 如 上 所 述 ， 如 果 下 述 超 定 方程 组 存在 解 c， 其 中 X, x a WX 
值 函数 满足 (4.42)-(4.44)， 


a(A2c) i 
XY cos 7 XY sin 7 (4.46) 
Ic? = 02+ ШЕ ХВ) sin? æ + IY? —1, (4.47) 


则 我 们 可 以 构造 等 距 淄 入 F:M 一 Qz， 它 具有 模 长 为 2b 的 平均 曲率 向 量 场 H， 
且 相 应 的 Kihler 函数 为 cos æo 


证 明 : 只 需 定义 : 


w? w3 wo w 
3 „|=ч"“аи+и"[ 3) du, 
шо; Wa 3 Wa 


其 中 U= | © ”| #8 {w7 об (42) and (4.3)。 因 此 由 定理 4.2.1 可 
=p ц 


得 具有 非 零 的 平均 曲率 向 量 场 的 等 距 混入 F:M > О, H cosa WH Kahler 函 
数 。 命 题 得 证 。 
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POR Qo 中 平行 平均 曲率 向 量 曲面 


43 Qo 中 曲面 的 构造 


记号 如 上 所 述 ， 设 
u= etf соѕ 0, у = e sinb, (4.48) 
Ж В, у, ЗИК, Д] 
X = e7'8 cos? 6 + е2! sin? Ө, (4.49) 
Y = (є(Ү—8) — е08—У)) sin Ө cos Ө. (4.50) 


我 们 称 6 为 偏差 角 ， 它 标志 着 Qo 和 CP? 具有 平行 平均 曲率 向 量 的 曲面 构造 的 
不 同 。 当 8 = 0, 3 时， 微分 方程 组 (4.42)-(4.45) EH: 


ал 

= = —2A7(a — b) cot «, (4.51) 
da 

яу = 09+) (4.52) 
de _ урый —ba) сога + 1 5іп20] 4.53 
k а: a) соса 38120], (4.53) 
Ә(А2с) _ 

“у =®% (4.54) 


ЖИР |c? = а2 +5іп2 о – 1. йд [19] 中 所 述 ， 我 们 知道 此 微分 方程 组 只 有 常数 解 ， 
因此 有 下 述 定理 : 

定理 431. ВР: Мм 一 Q: 具有 非 零 平行 平均 曲率 向 量 场 的 等 距 浸 入 ， 且 它 
的 偏差 角 6 =0,5, Д M 平坦 的 ， 且 下 是 全 实 的 。 

证 明 : 如 [19] 所 述 ，x = 和， 因此 a =—Ъ,|с|2 = а, ЕН (4.36) Gauss 曲率 
К = 0。 定 理 得 证 。 

如 果 c 是 (4.51)-(4.54) 的 一 个 解 ， 则 对 固定 的 t є (луп), ce = се 也 满 
足 那些 方程 。 因 此 对 每 个 +t 有 一 个 等 距 浸 入 Е, : M 一 Qz， 具 有 非 零 的 平均 曲率 
向 量 场 Ht， 且 cosa, = cosa, || Ht || Н ||- 

定理 4.3.2. 设 实 数 D> 0, А, х,а 为 实 值 单 变量 光滑 函数 满足 (4.51)-(4.53)。 
设 M 为 单 连通 曲面 ， 则 存在 一 个 单 参数 簇 的 等 距 淄 入 F : M 一 Qz,t є 
(一 zw， 且 具 有 平行 的 平均 曲率 向 量 场 Hi 满足 | Ht |= 2b. Е, 相互 等 距 ， 偏 
差 角 bt =0 MF. 

下 面 设 F: M 一 О; 具有 平行 平均 曲率 向 量 场 的 等 距 当 入， 偏差 角 6 = 0, 
с=Ъе“%, ЛІ] 


1 Л 1... 
a= g” @* = 5% 
@3 = Ъ(ф – 6), 
a4 =Ъ(ф – Ф), 
aå = —Ъ(ф + еф). 
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第 四 章 Q 中 平行 平均 曲率 向 量 曲面 


由 变换 关系 (4.7) 可 得 


1 Я 1, 
3 _ —ї\В ЖИ iB 一 
PE ERLAR a aes 
wa A 
w3 = (Ф — ф) +idB, 
w4 = Ъ(ф — ф) + idp, 


w3=—be™iB (o + eith). 


{EH (4.4), w3 = О? 是 实 的 ， 因 此 tan2B =sint/(1+cost),， 即 B = conste F 
是 SO(4) 的 Maurer-Cartan 形式 矩阵 为 : 


0 2b62 — соѕ 30! — sin В92 — cos B8! — sin BO? 
—2b6? 0 sin BO’ — cos BO? — sin 0! + cos 802 
cos В0' + зіп B0? 一 Sin BO! + cos 80? 0 —2b(cos 26! 十 sin2B62) 
cosB0'+sinB6* віп (80' — cos 802 2b(cos2B0' +sin2B62) 0 


例 431. Ж В 为 二 维 欧 氏 平面 ， 其 上 度量 为 ds? = }(dx? + dy*), E 
ф 二 了 dz 二 (dx 二 idy)。 ikc=b, Л] 50(4) 的 Maurer-Cartan 形式 短 阵 为 : 


0 202 -91 —6! 
-2b62 о -02 ø 

0 02 0 –ље! 

6' —02 2bb 0 


0 Љу —х —х 
A= | by 0 -~y y 
У х y 0 —2bx |’ 
X —y 2bx 0 
АЈ F = ло (expA)Eo: R? + Qo 为 等 距 浸入 ， 且 站 H |=2b, ЖФ п: SO(4) > 
Qo 投射 前 两 行 ，Eo Є SO(4)。 
注意 如 果 上 例 中 b= 二 0， 则 


Vicosx vŽsinx 0 0 
0094 и 0 0 М2 созу Visiny 
(exp A)Eo = V2 sinx 一 COSX siny — cosy 
sinx —cosx 一 Siny созу 
其 中 令 
10 0 0 
0 = 51 
ы Vi у 
= [от ò д 
1 ү! 
Co- 97 
于 是 得 到 极 小 浸入 


F:R?-4Q2,_ (х,у) + [(cosx, sinx,icosy, isiny)], 
它 可 以 看 成 极 小 环 面 T2 的 浸入 [41]. 
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BAM 0. ФН #2 Lagrangian 曲面 


FAS 0. 中 的 五 极 小 Lagrangian 曲面 


Н. Ма, М. Schmies[28] 给 出 了 CP?  —# Н 极 小 的 Lagrangian 环 面 ， 而 
А. Е. Mironov, D. Zuo[29] 通过 Hopf 映射 构造 了 CP? 中 一 艇 共 形 平坦 的 H 极 小 
Lagrangian 环 面 ， 本 章 中 我 们 描述 了 Qo 中 一 类 具有 常 曲率 的 Н HR) Lagrangian 
曲面 ， 并 且 给 出 了 一 个 Gauss ШЖ К = 2 的 极 小 Lagrangian 球面 。 


5.1 基础 知识 


本 节 中 我 们 给 出 Kahler 曲面 中 曲面 的 基本 公式 ， 对 一 般 情 形 见 [7]。 本 章 中 
我 们 约定 以 下 指标 变化 范围 : 
1<А,В,...<41<1,),...<2;3<ою,В,...<4. 
设 M 为 光滑 曲面 ， 局 部 上 正 交 标 架 М 的 {e1, e2}, ЖН (01,0). 
М 的 第 一 个 Cartan 结构 方程 为 : 
dai =—94 ^9, 8y +8 =0, (6.1) 
其 中 8i; 是 相对 于 余 标 架 Ө, 的 联络 形式 。 设 М W Kabler 曲面 ， 局 部 上 选取 М 
的 (1,0) 型 西 标 架 {fe1, ez} Hid {91, 92} 为 其 对 偶 。 第 一 结构 方程 为 : 
dpi=—Pi 八 Pj Фу+®Фд=0, (5.2) 
其 中 pi 是 相对 于 余 标 架 pi 的 联络 形式 。 
设 f:M 一 N 为 等 距 淄 入 , > 


人 pi = f}0;. (5.3) 
对 (5.3) 外 微分 可 得 
(df — 5.933 + фат) A Ө; = 0. (5.4) 
令 
Df} = df} 一 化 9kj + фа = ficOx, (5.5) 


为 伸 的 协 变 导数 ， 则 由 (5.4) A fi = fijo ЖЮ TI? = Ук 0,9; 90, O ei 称 
为 1 的 复 第 二 基本 型 ， 向 量 场 HC = Zy fhe 称 为 f 的 复 平均 曲率 向 量 场 。 我 们 
有 下 面 结论 [7]: 
命题 5.1.1. 设 f:M N 为 从 曲面 M 到 Kahler 曲面 N HEERA, HX f 
的 平均 曲率 向 量 ，w AN 的 Kahler 形式 ， 则 
an = (th Jm = №8, hy = (ый — Fiat) (5.6) 
因此 ан 的 余 微分 为 


бон = 一 》 hy, (5.7) 
j 


其 中 kex = dhj — убу» 
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BAB Qo HH HW) Lagrangian 曲面 


5.2 О, 中 的 Lagrangian 曲面 


我 们 回忆 上 一 章 的 定义 ，Qz 为 CP3 СКЕ, CSAFR 中 定向 二 
维 平面 组 成 的 Grassmann 流 形 С(2,4): v +iw] e lv 八 w]， 其 中 bv +iw] 表示 
由 C4 中 齐 性 向 量 + iw 给 出 的 Qz ФА, Лу 表示 Rt 中 由 ww Є R4 张 


成 的 定向 二 维 平面 。 


作为 齐 性 空间 Qz = 50(4)/50(2) х SO(2)， 设 (ед) A R* 的 一 组 基 ， 则 


dea =Wapes, Яшав = WACAWcs, 


(5.8) 


其 中 wag AW 50(4) 的 Maurer-Cartan 形式 满足 was + овд = 0. 8 #: М 一 Q2 


从 曲面 M 的 等 距 淄 入 ， 且 局 部 上 f= [el +ie2] = [ез Лез]. Ф 
w3 = рз + 10023) W4 = W14 + 1024, 
则 Q2 上 由 CP? 诱导 的 Fubini-Study 度量 为 : 
dsfs = 了 (waas + Фад) = 9191 + 9262, 


其 中 p1 = 97403, 中 2 = 52404, Q2 的 Kihler 形式 为 : 


1 ы а 1 * = 
w = (аз Ads + wa A Wa) = 5(01NO1 + Ф: Л 62). 


局 部 上 选择 M 的 正 交 余 标 架 01,0, ll 
#52, = 0101 + 0202. 
联络 形式 012 = 一 921 由 М 的 结构 方程 给 出 ; 


0; = —012 ^92, 00: = 一 8621 ЛӨ). 


4 
Wap = aag: + Бдв®2, 
则 
шз = 030; +0302, Wa = a491 + 0402, 

其 中 

аз = аз 十 iaz3， b3 =bi3 +1023, 

ад = Q14 +iaz4, b4 = ла +1024. 
设 

5 
2\ъ; b4 

则 得 到 下 面 命题 : 
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59) 


(5.10) 


(5.11) 


(5.12) 


(5.13) 


(5.14) 


BAR 0. 中 的 阳极 小 Lagrangian 曲面 


命题 5.2.1. 设 f: M > О, 为 从 曲面 M 的 浸入 ， 则 f 等 距 上 且 Lagrangian 4E 
仅 当 C Æ Hermitian, BP CCt =I. 


证 明 : FR (5.12) and (5.14) 知 f 等 距 当 且 仅 当 
азӣз + а4ӣ4 =2, b3b3+ babs = 2, 
a3b3 + алва + Ъзйз + b4ā4 = 0, 
并 且 ftw =0 当 且 仅 当 
a3b3 + ааба — Ъзйз — Ьай; = 0. 


于 是 CCt = I。 命 题 得 证 。 
从 Qo 的 结构 方程 ; 


афт =-911 A фт — P12 ^ @2, 
dp2 = —ф21 Л фт — P22 ^ 2, 


ш (5.9) 和 (5.10), AW Q2 的 联络 形式 ， 


Фат = P22 =tW12, P21 = —Ẹ12 = W34. (5.15) 
5.3 Q: 中 常 曲率 HAR) Lagrangian 曲面 的 构造 


本 节 中 我 们 描述 了 Q: 中 一 通常 曲率 争 小 曲面 ， 并 且 给 出 了 Q 中 常 曲率 
Lagrangian 二 维 球 面 的 例子 。 给 定 从 曲面 M 的 Lagrangian 等 距 浸入 f : М > 02, 
局 部 上 选择 M 上 等 温 坐 标 系 (x,y) 使 得 


Ө@т=е"ах, 82= edy, (5.16) 


其 中 u(x,y) 为 M 上 可 微 函数 。 对 (5.16) 外 微分 可 得 
912 = (кө, 一 02). (5.17) 
S U= (aas), V = (ban) 假定 aza = Лата, br = Абл, EP U, V 有 下 述 形式 ; 


0 оа; аз ац 
0 入 М 
Q21 аз Adi4 (5.18) 
azı Лаз 0 оз 
а А ad 0 
0 biz Ыз бд 
b; 0  Abiz Ab 
ус | bm з Abia | 6.19) 
Ъзт Азу 0 Ым 
bar Ab41 baz 0 
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WAR Qo 0 HAR Lagrangian 曲面 


Ж адь = —авд,БАв = -bgA， 入 为 光滑 函数 。 设 pi 一 90), 则 由 (5.18) 和 
(5.19) 有 


1 А 
| = 世人 (1+ 认 )ala， {= yal" + iA)bi3, (5.20) 
1 1 
fF = —=(1+1А)ала, f3 = (1 +iA)b 5.21 
vil Jara, 0 = zl )b14. (5.21) 
Њ (5.5), (5.15) 和 (5.17) 可 得 
Í у д@ -4 ou. 
fh vil Е = 十 evbs 可 +1а2аз — аздад), (5.22) 
| 2. 506 Ж ðu , 
fly vi’ бу +e vas Эх + ibj2b3 — b34b4), (5.23) 
1 „да. „ыш дш. 
fi, = z" ta н +е “ау + ia12a4 + 43443), (5.24) 
ИСУ а. ди 
2 "puta ug, Ou 
= vale ay +e ane +401204 + b34b3). (5.25) 
因此 由 (5.6) 和 命题 5.2.1， 我 们 有 
1 дА 1 OA 
hy = ъ= туу 012 (5.26) 
О(4) 的 结构 方程 dwas = wac 人 осв 给 出 
дъ а ди ди 
(Сы Gy Bay Рава) = алсЫсв — Блсасв (527) 
由 (5.18) 和 (5.19) 上 式 为 : 
дъ а; ди ди 
Ж! а бу — 434 ду + b34 aa (1 +A?)(—a13b14 + зала), (5.28) 
22:05 а ou ou 
ee з H = 13 ду 十 b13 5х) ai4b34 + b14034 + A(a12b13 — b12013), 
(5.29) 
-ub a ðu ou 
( а се a = 91457 + dia ax) a13b34 — b13034 + A(ai2b14 — b12014), 
(5.30) 
ob а, ди ðu 
e с Фу azy + bz Өх a12b13 + by2a13 十 入 (一 a14b34 + b14034), 
(5.31) 
—u/ 90 а; ди ди 
( ES ай. азау, 十 bz4 Bx) —а12514 + b12014 +A(a13b34 — b13034), 
(5.32) 
_ur0blz 2 д Du 
к: b 0. 5:33 
(зе ay ©'°@ + 1255) (5.33) 


BEB О» HWA Lagrangian 曲面 


通过 命题 5.2.1，(5.31) 和 (5.32) 给 出 


1 OA 1 ә 
ae: Leci 
аз Талак 012—6 тро оз 
再 由 (5.7) 和 (5.26)， 我 们 得 到 бон = 0 当 且 仅 当 
dA OA, 2М(е-"*—1). дА, „дА dAdu Әлди 
-ù 24 2 
(e 1) бу Кр) ТЕА? (( Te н (бу 9х бу By By 0. (5.35) 


考虑 到 命题 5.2.1， 设 


2 ee 

a13 ү тт 008% ам = ү т-у 520, (5.36) 
2 ino 2 

biz = TFA sin, bl14 = тїї? cos Ө, (5.37) 


其 中 Ө(х,у) AM 上 的 光滑 函数 。 由 (5.28), (5.29) 和 (5.30) 可 得 


a d 
Е ъз u 


ы ( Эх 9 a34 By Эх) 2, (5.38) 
d ðu 
5 一 一 一 
GR + ду) аза, (5.39) 
d д 
axe h(a 
e y 95) b34. (5.40) 


定理 5.3.1. 给 定 从 曲面 M 的 等 距 漫 入 f : M > Q2， 诱 导 度量 为 ds? = 

е?ч(ах? + dy?)， 其 中 (x,y) 为 等 温 坐 标 系 ，u 为 光滑 函数 。 假 定 Maurer-Cartan 

形式 拉 回 的 系数 为 (5.18) 和 (5.19)， 则 f 为 再 极 小 Lagrangian 当 且 仅 当 (5.35) 成 
立 ， 且 函数 u(x,y) 满足 

Pu Pu pou 

IF ay = 2 А (5.41) 


证 明 : 只 需 把 (5.39) 和 (5.40) 代入 (5.38). 
由 曲面 单 值 化 定理 可 得 : 


推论 5.3.1. 条 件 如 定理 5.3.1， 如 果 M 是 闭 的 ， 则 M 是 常 曲率 为 2 的 二 维 
球面 52。 


于 是 我 们 知道 
м=—Щ(1 ++), (5.42) 
(5.35) 化 为 : 
Әл aA 2А BALD дА; 4 DA OA 
at + 502 Tial гу (шї кх уй] ae Yay) =o 
(5.43) 


BHR 0; 中 的 HW) Lagrangian 曲面 


定理 5.3.2. 条 件 如 定理 5.3.1， 且 M 是 闭 的 ， 如 果 入 为 常数 ， 则 f:S2 一 0, 
为 Gaussian 曲率 为 К = 2 的 Lagrangian 浸入 ， 且 它 是 全 测 地 的 ，Maurer-Cartan 


形式 拉 回 的 系数 为 : 
0 0 Мт сов Vsne 
TE 0 0 ЛУ тат se Mr sing 
— Tareos0 —AV тоду cos Ө 0 —е—ч($8 + 3) 
Мт: ве -Vsinb e="(38 + 4) 0 
0 0 —\/ тт зїзӨ тт cos 0 
ЕВ 0 0 у тё sind А, т: cos 8 
Мт sing ху Tsing 0 -emg au) | 
—V Taz созе —А\/ тт cos Ө е-"($0 — 2) 0 


Ж Ө(х,у) Ж 52 LPB, (х,у) 如 (5.42). 


证 明 : 只 需 验证 f 全 测 地 的 ， 把 U 和 VARA (5.22)-(5.25) TE fl =), = 
#1 二 各 2 = 00 НЯ fh =F), = fiz = fh, 一 0。 
例 5.3.1. 设 上 面 的 6= 入 = 0， 则 有 


0 0 2 0 
це! °° 0 0 
=| 20 0 eee 
0 0 eva 0 
Y 
0 0 0 VI 
0 0 0 0 
v=] Ж: 0 eu du 
-Vi 0 -e| 0 


注意 在 这 种 情况 SO(4) 的 Maurer-Cartan 形式 的 拉 回 与 X.X. Jiao, J. Wang[22] 
的 相同 ， 于 是 在 相差 一 个 刚 动 下 ， 局 部 上 ff 由 下 式 给 出 : 


f= k? +y? —1, 2x, 2y, ix? + у? +1)]. 


我 们 猜测 方程 (5.43) 没有 非常 数 解 。 
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